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1. INTRODUCTION 
Notons C(Z[G]) le groupe des classes de l’algebre de groupe Z[G] du 
groupe fini G et soit C(YJI) le groupe des classes d’un ordre maximal !IJI de Z 
dans la Q-algebre de groupe Q[c;l, contenant Z[Gl. 
L’extension des scalaires definit par passage au quotient un homomor- 
phisme surjectif du groupe C(Z[q) sur le groupe C(9JI) et permet ainsi de 
rapprocher l’etude du groupe C(Z[C;) de celle du groupe C(!RI), qui est 
mieux connu. Lorsque le groupe G est commutatif, le groupe C(%R) est 
produit direct des groupes des classes d’idtaux des extensions cyclotomiques 
qui apparaissent dans la decomposition en facteurs simples de la Q-algebre 
semi-simple Q[q. Lorsque le groupe G n’est pas commutatif, un theoreme 
d’Eichler [6] montre que le groupe C(9JI) est isomorphe au produit direct de 
groupes de classes d’ideaux de corps de nombres, centre des facteurs simples 
de la decomposition en Q-algebres simples de Q[q. On est done naturelle- 
ment conduit a Ctudier le noyau D(G) de l’homomorphisme (C(H[G]) + 
C(!RI)); c’est un groupe fini qui ne depend pas de l’ordre maximal 9JI choisi; 
on note k(G) son ordre. Lorsque l’algebre Q[G] verifie la condition d’Eichler, 
ce qui sera le cas dans toute notre etude, les groupes de classes que nous 
Ctudions sont en bijection avec les ensembles de classes d’ideaux a gauche. 
Lorsque le groupe G est commutatif, de nombreux resultats ont CtC 
obtenus, notamment par D. S. Rim [5], A. Frijhlich [8, 91, S. Ullom [24] et 
l’auteur [4]. Pour un groupe G non commutatif, les resultats sont moins 
nombreux. Reiner et Ullom [19] ont adapt& a cette etude les suites de Mayer 
Vietoris de la K-theorie; Friihlich [lo] a don& des descriptions ideliques des 
groupes D(G) et C(Z[q). C’est en utilisant l’une et l’autre de ces deux 
methodes que des generalisations recentes des resultats de M. P. Lee [16] ou 
J. Martinet [17, 181 ont CtC obtenues. Frijhlich, Keating et Wilson [ll] ont 
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montre que k(G) est egal a 1 (resp. 2) lorsque le groupe G est un 2-groupe 
diedral (resp. quaternionien). Reiner, Ullom et Galovich [21] ont determine 
le groupe B,(G), noyau de l’homomorphisme (D(G) -+ D(Gtab))) oh G@*) 
designe le groupe G abelianise, lorsque le groupe G est metacyclique, produit 
semi-direct d’un sous-groupe distingue C d’ordre p premier, par un sous- 
groupe cyclique d’ordre Q. Ce resultat vient d’etre gCnCra1is.C par Keating [I 51 
au cas oh le groupe C est un p-groupe cyclique, le nombre premier p Ctant 
regulier. 
Nous donnons dans cet article une nouvelle methode pour Ctudier les 
groupes D,(G) et C(Z[G]) associes a un groupe metacyclique G lorsque le 
sous-groupe cyclique C de G est d’ordre impair. Cette methode est essen- 
tiellement bake sur le fait que nous rapprochons l’etude de ces groupes de 
celle de leurs homologues D(C) et C(Z[C]). D ans le cas particulier oti C est un 
p-groupe, p regulier, nous obtiendrons pour D,(G), un resultat moins precis 
que celui de Keating quant a l’ordre, mais plus precis quant a la structure; 
de plus notre resultat reste valable lorsque le nombre premier p n’est pas 
regulier. Nous Ctudierons plus en detail le cas oh le groupe C est d’ordre n, 
produit de nombres premiers impairs distincts et nous obtiendrons une 
decomposition du groupe D,(G) en somme directe de sous-groupes. Cette 
decomposition, appliquee au cas d’un groupe G diedral d’ordre 2p,p, , nous 
permet d’obtenir des conditions suffisantes pour que le groupe D(G) soit non 
trivial; nous appliquons ce resultat a des exemples numeriques. 
Nous donnons les notations utilisees au paragraphe 2; les principaus 
resultats sont CnoncCs au paragraphe 3; les paragraphes 4, 5, 6 contiennent 
les demonstrations de ces resultats; enfin, le paragraphe 7 comporte des 
tables numeriques. 
2. NOTATIONS 
Le groupe G est engendre par les elements (J et T, qui verifient les relations 
suivantes: 0” = 1 = rQ, TU+ = uE oh 01 est une racine primitive q-i&me de 1 
modulo d pour tout diviseur d de n different de 1, ce qui est equivalent a 
dire que le centre de G est reduit a {l}; lorsque Q est premier; n est un nombre 
entier impair, 4 un nombre entier; on remarque que q est premier avec n. 
Nous designons par C (resp. F) le groupe engendre par o (resp. T). Pour tout 
entier d, on note E~ une racine primitive d-i&me de 1’unitC et Qd l’extension 
cyclotomique Q(Q). Si d’ divise d, on choisit E~’ = (E#~‘. 
Soit Zd l’anneau des entiers de Qd. Pour tout diviseur d de n different de 1, 
on dkfinit un homomorphisme du groupe F dans le groupe Gal(Q” / Q) par 
(T + ?) avec T(Q) = QU. On note Kd les corps des invariants de Qd par 
I’image de F, Rd son anneau d’entiers. Ceci nous permet de dkfinir la Q-(resp. 
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E)-algebre de groupe tordue: oPd[F] (resp. @[FJ), par la loi produit: (as)(&) = 
as”(b)st, avec a et b elements de Qd (resp. Zld), s et t elements de F. 
Par un Q-isomorphisme d’algebre, nous pouvons identifier l’algebre Q[G] 
au produit direct &ln 6$[F]; I’algebre Q[C] s’identifie alors a la somme 
directe @&ln Qd. Ceci nous permet d’identifier I’ordre %[G] (resp. Z[C]) a un 
ordre de i2 dans Odin bed[F] (resp. Odin Qd) contenu dans l’ordre Odin z”[F] 
(rev. CEhn. zd). 
Suivant les notations de Frohlich [7, 91, nous definissons les suites exactes 
suivantes par “extension des scalaires”: 
1 -+ D(C) L C(Z[C]) 4 @ C(Hd) ----+ 1 
din 
1 -+ D,(G) L C(H[G]) % @ C&F]) -+ 1. 
din 
Notons, pour tout entier d different de 1, !W un ordre maximal de Z dans 
bd[F], contenant zd[F]. U n resultat de Wilson [26] nous indique que l’ordre 
@[F] est hereditaire, done, grace a un resultat de Harada [ 131, nous savons que 
l’extension des scalaires induit un isomorphisme de groupe de C(@[pJ) sur 
C(%JId). D’apres un theoreme de Eichler [6] la norme reduite induit un 
isomorphisme de groupe de C(%V) sur C(RP), puisque le corps Kd est le 
centre de l’algebre Q”[q. N ous considerons, done, la nouvelle suite exacte: 
1 -+ Q(G) L C(Z[GJ) % C(E[F]) @ C(Rd) + 1. 
dlQ 
Nous noterons h(G) (resp. h(C)) I’ordre du groupe C(Z[Gj) (resp. C(Z[C])) 
et de facon g&kale I’ordre d’un groupe K (resp. dun Clement x) fini (resp. 
d’ordre fini) sera note 1 K 1 (resp. 1 x I). Pour un entier n don&. et pour un 
premier p, on note e(p) le plus grand entier k tel que pk divise TZ. Soit un 
diviseur d de n, different de 1, la norme de Qd sur Kd permet de dtfinir un 
homomorphisme de groupe de C(Z?) dans C(R”). L’homomorphisme, ainsi 
defini de Odin C(H”) dans C(Z[F]) Odin C(Rd) sera appele homomorphisme de 
norme. On notera A * le groupe des unites de l’anneau A. 
3. PRINCIPAUX RBSULTATS 
THI?OR&ME 1. Soit un groupe me’tacyclique G, prod& semi-direct d’un 
sous-groupe distingue’ C de G cyclique, d’ordre n impair, par un sowgroupe F 
de G d’ordre q, cyclique; alors: 
(i) feztension des scalaires induit un homomorphisme f de groupe de 
GWI) duns CWTl) 
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(ii) les homomorphismes f ” (de norme) et f induisent un homomorphisme f ’ 
degroupe de D(C) dans D,(G) tel que les diagrammes suivants soient commutatifs: 
1 + D(C) f C(Z[C]) -5 @ C(P) -----f 1 
/r lf d’n lf” 
1 ---t D,(G) L C(Z[G]) 5 C(Z[F]) @ C(Rd) + 1 
din 
(iii) le groupe cokerf’ est isomorphe a un produit de x.,ln e(p) copies de 
Z1q.Z (resp. Z/q/2Z) si l’entier q est impair (resp. pair). 
COROLLAIRE 1. Soit le groupe diedral G, engendre par les elements o et 7 qui 
ve’rifient: # = 1 = TV, 7(57-i = u-l ozi l’entier n est impair et soit le sous- 
groupe C engendre par O. Alors, l’extension des scalaires induit un homomorphisme 
surjectif du groupe C(Z[C]) sur le groupe C(Z[G]) dont le noyau est d’ordre: 
N(C) ndln h,(d) ou h,(d) est le nombre de classes relatives du corps Qd et ozi 
N(C) est un diviseur de h(C). 
La demonstration est immCdiate. L’homomorphisme f' est surjectif 
(ThCor&me I, (iii)) et l’homomorphisme fw l’est Cga1ement;fes.t done surjectif. 
En outre, nous avons la suite exacte: 1 + Kerf’ + Ker f --f Kerf V + 1. 
Le groupe Ker f' est un sous-groupe de D(C) dont l’ordre N(C) divise K(C); 
le groupe Ker f' est d’ordre ndln h,(d). 
Remarque. Dans le cas gCnCra1, nous avons, grace au lemme du serpent, 
la suite exacte de groupes et d’homomorphismes: 
l-Kerf’-+Kerf+Kerf”-+cokerf’+cokerf+cokerf”+1 
en particulier si q est premier avec ] Ker fc I, nous avons les deux suites 
exactes: 
l+Kerf’-Kerf-Kerf”-1 
1 +cokerf’+cokerf-tcokerf”+ 1. 
COROLLAIRE 2. Si l’entier q est premier et impair, E’ordre du groupe co ker f 
est qrh(q) avec: a,‘(n) - 1 < Y < as(n) - 1 oZZ a,(n) (resp. a,,‘(n)) designe le 
nombre de diviseurs (resp. le nombre de diviseurs non puissance d’un nombre 
premier) de n; son exposant divise qh(q). Si pour tout diviseur d de n, q est 
premier avec h(d), alors r = uO(n) - 1. 
Remarque. On constate done que si le nombre de facteurs premiers de n 
ou si la somme des exposants des nombres premiers qui divisent n tend vers 
l’infini alors le nombre de classes h(G) de l’algkbre du groupe G tend vers 
l’infini (on peut rapprocher ce resultat de celui de A. Frohlich [9].) 
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THBOR&ME 2. Sous les hypotheses du theoreme 1 on a lesproprietes suivantes: 
(i) Tout sous-groupe de D,(G) dont l’ordre est premier b q est isomorphe a 
un sous-groupe de D(C). 
(ii) Si q est premier, le groupe D,(G) es somme directe d’un q-groupe et t 
d’un sous-groupe facteur direct de D(C). 
Remarque. On peut obtenir des generalisations de (ii) lorsque q n’est pas 
premier. 
COROLLAIRE 1. Soit le groupe me’tacyclique G engendre’ par les elements u et 
7 qui vki$ent: oB’ = 7~ =: I ~07-l = Us oti p est un nombre premier impair, q 
un diviseur de (p - I), u une racine primitive q-ieme de 1 modulo p et soit C 
(resp. F) le sous-groupe de G engendre’ par (J (resp. 7). On a la suite exacte 
suivante: 
1 + D,(G) + C(Z[G]) - C(Z[F]) @ C(Rp’) + I 
l<i<s 
Le groupe D,,(G) est somme directe de deux sous-groupes H, et HP caracte’rises 
ainsi: 
(i) Le groupe H, est isomorphe a un produit de s copies de Z/q??. 
(resp. Z/q/fZ) si q est impair (resp. pair). 
(ii) Le groupe H, est isomorphe a un facteur direct du groupe D(C); 
c’est un p-groupe dont l’exposant divise p”-l; il est reduit h l’element neutre sip 
est regulier. 
Remarque 1. Le resultat “D,(G) est somme directe d’un groupe H, qui 
verifie (i) et d’un facteur direct de D(C)” est encore exact lorsque q est 
premier avec k(C), saris qu’il soit besoin de supposer que C est un p-groupe. 
Demonstration du Corollaire 1. La suite exacte et la decomposition de 
D,(G) sont des consequences du theoreme 1, puisqu’on sait (A. Friihlich [S]) 
que le groupe D(C) est un p-groupe. On montre, en utilisant le Theo&me 2, 
que le groupe H, est facteur direct de D(C). L’exposant de D(C) divise ps-l 
(Ullom [25]) et H, = (1) lorsque p est regulier, (Keating [15]). 
Remarque 2. Le resultat obtenu par Reiner, Ullom et Galovich [21] est 
une consequence du Corollaire 2. En effet, si s -= 1, nous savons que le 
groupe D(C) est reduit a 1, (D. S. Rim [S]), done H, = {I} et D,(G) = H,. 
Remarque 3. On a la suite exacte: 1 + D,(G) 4 D(G) 4 D(F) - 1; done 
D,(G) est le noyau de l’homomorphisme du groupe noyau associe a G, sur le 
groupe noyau associe a F qui est isomorphe au groupe G rendu abelien. 
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11 est interessant de considerer le groupe D,(G); on sait, en effet, que 
l’t%ment de D(G) defini par l’anneau des entiers d’une extension galoisienne, 
moderement ramifiee de Q, dont le groupe de Galois est isomorphe au groupe 
G, appartient au sous-groupe Q(G). 
THBORBME 3. Soit le groupe metacyclique G, dont le centre est reduit k 1, 
produit semidirect d’un sous-groupe distingue C de G d’ordre n = p,p, ... p, ozi 
les pi sont premiers impairs pour 1 < i < s par un sous-groupe cyclique d’ordre 
q et soit, pour tout diviseur d de n l’ideal Jd (resp. Id) de l’anneau Zd (resp. Rd) 
dejki par: 
jd = JJ (1 - c,i) 
[ 1 Ha (resp. Id = Jd n Rd) Pild 
alors il existe des isomorphismes de groupe u et zi tels que le diagramme suivant 
soit commutatif: 
L’homomorphisme f ’ est celui du theoreme 1; l’homomorphisme g est d&Sri par ses 
composantes g, ou g, designe l’application triviale (resp. l’homomorphisme obtenu 
a partir de la norme de Qd sur Kd, par passage au quotient) pour d = pi , 
1 < i < s (resp. d # p,). 
COROLLAIRE 1. Soit le groupe diedral G engendre’ par les elements o et r qui 
vtkjient : o Pl”‘PS = *2 = 1, T(T7-l = o-l 03 pi est un premier impair, 1 < i < s, 
et soit le sous-groupe C engendre’ par o. Alors l’ordre du noyau de l’epimorphisme 
de C(H[C]) sur C(Z[Gj), induit par l’extension des scalaires, est egal a 
I-I dlyl”.“, N(d) h,(d) ozi h,(d) est le nombre de classes relatif de l’extension Qd ozi 
l’entzer N(d) peut etre determine’ a une puissance de 2 p&s. 
Nous savons, grace au Theoreme 2, que le groupe Kerf’ est d’ordre: 
Designons par N(d) l’entier I(P/ J”)*/Im P’ l/](Rd/l”)*/Im Rd* 1 si d # p, et 
posons N(pi) = 1, 1 < i < s. Nous avons 1’CgalitC: 
N(d) = j(Zd/ Jd)* i/i(Rd/Id)* I [Im Hd* : Im Rd*]. 
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Soit 5 le groupe des racines de l’unite contenues dans Qd, nous aurons 
(Hasse [28]) l’egalite: [Zd* : <Rd*] = 1 ou 2, done a une puissance de 2 pres, 
nous aurons N(d) Cgal au quotient I(.Z”/J”) * l/d I(Rd/ld) * /. 
Remarque. Pour un groupe C d’ordre p,p, , nous avions trouve I’entier 
k(C) sous la forme N(p, ,pJW [3]. L’ en ier t W s’interprete done comme 
Iz(D,~,J, associe au groupe diedral DDIp2 d’ordre 2p,p, . 
Les resultats obtenus par M. P. Lee [16] (resp. Wilson-Frohlich-Keating 
[ll], resp. Keating [15]) pour un groupe G diedral d’ordre 2p (resp. 2’, 
resp. 2~‘) montrent que le “groupe noyau” D(G) est trivial dans ces cas. Le 
Theo&me 4 va nous montrer qu’il n’en est pas de m&me pour tous les groupes 
diedraux, en donnant des conditions suffisantes pour que D(G) soit non 
reduit a {I}. 
Dans l’enonce du Theo&me 4 et de ses corollaires nous adoptons les 
notations suivantes: Les nombres entiers p, et pa sont des nombres premiers 
impairs, fi est le plus petit entier positif tel que p$ soit congru a 1 modulo p, , 
g, est l’entier defini par: g, = (p, - I)/fi et f est le plus grand diviseur de fi 
premier B g, . On designe par y,, I’image dans le groupe (RfllIj?,‘Ip )* de 
l’unite de Rplpz: (c$, - •;:;)/(Q~ - 6;; ) et on note b(p, , pz) le ratknel: 
((PY2 - IMP2 - l))i(l y. l/2) G-k ((122 - IMP, - l))/l y. I sif2 est pair 
((resp. impair). La notation 6 designe le P.G.C.D. et h2(pl) le nombre de 
classes de la sous-extension reelle maximale de Qp1. 
THBOR~ME 4. Le rationnel b(p, , pz) est un nombre entier et k(D,& est 
divisible par a(p, , p2)/S(a(p1 , p,), h2(p1)g2) avec a(p, , p2) nombre entier 
dt$ni par: 
(i) Sif est impair:a(pl,p2) = ~(IY, I,P, - l,f)b(p,,p,) 
(ii) Si f est pair non congru h 0 module 4: 
ah , p2) = S(l y. I, p2 - 1 ,f/2) 0, , ~2). 
(iii) Sif est congru & 0 mod&o 4: 
ah > P2) = %I Yo I/% (P2 - 1)/2,f/4) 0, P P2) 
(yes?. s(l y. l/2, P, - 1, f/2) bh , PJ) si (P, - lV(f /Z p2 - 1) est impair 
(resp. pair). 
On en deduit le corollaire suivant plus simple a utiliser: 
COROLLAIRE 1. Si le nombre de classes h,( p,) est gal ci 1, l’entier k(D,I,,) 
admet le diviseur D suivant: 
(i) sif est impair: D = S(p, - I,f), 
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(ii) si f est pair et non congru a 0 module 4, ou si f est congru a 0 mod&o 4 
avec p, - l,‘S(fj2,p, - 1) pair: D = 6(p, - l,f/2), 
(iii) sif est congru a 0 mod&o 4: D = 6((p, - 1)/2, f/4). 
Remarque. Le Corollaire 1 nous donne les deux exemples suivants: 
(a) Pour tout nombre premier q, congru B 1 (modulo 4), nonreste 
quadratique (modulo 5), k(D,,) est pair. 
(b) Pour tout nombre premier q, congru a 1 (modulo 3), nonreste 
cubique (modulo 7), k(D,,) est divisible par 3. 
COROLLAIRE 2. Soient p, premier impair, Ki’f la sous-extension reelle 
maximale de Qfl1, h,(p,) le nombre de classes de K% Alors: 
(i) si h,(p,) = 1, il existe une infinite de premiers p, tels que k(D,l,J 
soit divisible par (p, - 1)/2, 
(ii) si [Kl’l : Q] ne divise pas h2(pl), il existe une infinite’ de premiers p, 
tels que k(D,l1 ,,I > 1. 
Soit I’entier Y dont la classe modulo p, engendre le groupe cyclique 
(Z/p,Z)*; il existe un entier m qui verifie le systeme de congruences: 
m = r (modulo p,) 
m-1 (modulo (pl - 1)/2). 
Mais nous savons par le thCor&me de Dirichlet qu’il existe une infinite de 
premiers p, qui verifient p, = m modulo p,(p, - 1)/2. On conclue alors en 
utilisant le corollaire 1. 
Remarque. Nous savons, par un resultat de Bauer [I] que hp( p,) est Cgal a 1 
pour tout premier p, < 50. 
4. DEMONSTRATION DES TH~OR~MES 1 ET 2 
ConsidCrons les deux suites exactes de groupes et d’homomorphismes: 
I---) D(C) A C(H[C]) L+ @ C(P) - 1 
din 
1 + D(G) L C(Z[G]) L C(B[F]) @ C(R”) + 1. 
din 
Tout Clement x du groupe C(Z[C]) es une classe d’isomorphisme d’un ideal t 
projectif 1 de Z[C], qu’on peut supposer entier. L’extension des scalaires nous 
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permet de definir l’ideal projectif I’ = 10 z(c~ Z![G] a droite dont la classe 
dans C(Z[G]) ne depend que de X. On d&nit done ainsi une application f du 
groupe C(Z[C]) dans le groupe C(Z[G]). 0 n montre facilement que c’est un 
homomorphisme dit “homomorphisme d’induction”. 
Montrer la commutativite du diagramme: 
C(H[C]) -B-+ @ C(P) 
I 
din 
i 
1 
f” 
C(Z[G]) A WWI) 0 Wd) din 
revient a montrer celle du diagramme suivant, pour tout diviseur d de n 
different de 1: 
Wd) 
fd 
N” l\ 
C@[F]) 7-f C(P) 
red 
oh l’homomorphisme fd (resp. W, resp. N&J est induit par l’extension des 
scalaires (resp. NodlXd, resp. la norme reduite). 
LEMME 4.1. Soit F un groupe d’automorphismes d’ordre q d’un corps de 
nombres L, d’anneau d’entiers B et soit A l’anneau des entiers du corps K des 
invariants de L par F. Alors le diagramme suivant est commutatif: 
oh f (resp. N, resp. Nred) dkgne l’homomorphisme induit par l’extension des 
scalaires (resp. NLIK , resp. la norme rkduite). 
11 suffit de montrer ce lemme pour les ideaux representant les classes et 
done de montrer cette propriM localement. On se ram&e done, au cas oh 
A est un anneau de valuation discrete. Un ideal I entier non nul de B est 
alors principal, engendre par un &ment OL de B et l’ideal N(1) est defini par 
N(I) = NL&~)A. L’idCal I’ de &F] defini par 1’ = I oB &F] est engendre 
par 01 et done Nred(ll) est I’idCal IV&ar)A. Or E[F] est une K-algebre centrale 
simple de degre q2 sur K et L est un sous-corps commutatif de E[F] de degrt 
q sur K. On sait qu’alors N,,,(a) = NLIK(~) pour tout Clement 01 de L. Done 
Ie diagramme est commutatif. 
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Les homomorphismes f et f’ induisent f’ de D(C) dans D,(G); nous 
Ctudions cokerf’. Nous utilisons pour cela les notations et les resultats de 
Frijhlich ([8, lo]). Si 9.T designe la somme directe &in Zd nous aurons 
‘3J1[F] x @!dln Zd[F] et R = Z[F] @dln,dZ1 Rd est le centre de ‘$1[F]. 
La suite suivante est exacte: 
ou la notation LT designe le groupe des ideles unites et p un nombre premier. 
Nous aurons U@[F]) = @,93&[F]* et nous savons en outre que 
A’red(tf&JF]*) est &gale B R y* (Wilson, [27]). De plus U(Z[G] = 0, Z,[Gj*. 
Or sip ne divise pas n, Z,[C] est Cgal B 9X, . La suite exacte se simplifie done 
de la maniere suivante: 
1 - R*/lV,,,( u(;z[G])) n R* i @ R,*/&&,[G]*) 5 D,(G) - 1 
P / 1P 
L’homomorphisme i est l’injection canonique. Soit x = (Nred(a,)) ou a, 
designe un CICment de &,[F] *, on d&nit L(X) comme la classe d’isomorphisme 
de I’idCal I de Z[G] tel que I, = a,Z,[G] pour tout premier p divisant II et 
ITI, == Z,[G] pour tout premier p qui ne divise pas n. 
Considerons la suite exacte associee au groupe cyclique C, donnee par 
A. Friihlich [8]: 
1 + 9X*/z[c]* 4 @ w,,*/z,[c]* -5 D(C) -+ 1. 
PI11 
On peut definir, grace a la norme reduite, des homomorphismes g et g’, tels 
que le diagramme suivant soit commutatif: 
Grace au lemme du serpent, nous pouvons Ccrire la suite exacte suivante: 
l+Kerg’+Kerg+Kerf’+cokerg’+cokerg+cokerf’+l. 
Nous allons determiner le conogau de l’homomorphisme (co kerg’ + 
co kerg). 
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LEMME 4.2. 11 existe des homomorphismes de groupe v et v’I, tels qu’on ait 
les suites exactes suizjantes: 
1 --f Ker v’ - @ Rd*/Nd(Zd*) z co kerg’ + 1. 
din 
Les homomorphismes v et v’ se dCfinissent de facon analogue, nous allons 
definir v; il suffit pour cela de detinir, pour tout premier p divisant n, un 
homomorphisme surjectif vD de Gdln Rd,^/N&(Zd,‘) sur 
L’application diagonale permet d’associer a x de H,[F]* I’ClCment (x,..., x) de 
E,[G]* et done 1’ClCment de Nr,,(Z,[G]*) : (x, N&X),..., N,,,(x)); done 
quel que soit x de Z,[F]*, il existe y de @dln,dZ1 Rdp* tel que (x, 1) = (1, y), 
modulo N,,,(Z,[Gl*). Ainsi l’homomorphisme de &~~,~+r Rdp* dans 
Gm* Odln,dfl RF, dCfini par x + (1, x), induit par passage au quotient un 
homomorphisme surjectif v, et done l’homomorphisme ZI annonce. 
LEMME 4.3. Si l’entier d n’est pas une puissance de p (resp. est we puissance 
de p) le groupe Rr/Nd(ZF) est rbduit ci 1 (resp. d’ordre q). 
Si d n’est pas une puissance de premier, l’extension Qd de ATd est non 
ramifiee (voir Keating [14, Prop. 21). Si d est une puissance d’un premier 
different de p, p est non ramifie dans Qed; on a dans ces deux cas Nd(Bd,*) = 
RF (corps locaux [23, chap. VI). Si d est une puissance dep, QDd est totalement 
ramifiee sur KDd et le groupe Nd(Ed,‘) est d’indice q dans Rd,* (corps locaux 
~231). 
LEMME 4.4. L’homomorphisme v est injectif. 
11 suffit de montrer que a, est injectif. Soit x un Clement de @rlin,dil Rg 
tel que (1, X) appartienne a Nre#JJ2~*Z,[G]*), on montre facilement qu’alors, 
il existe [II, element de @&~~,~+r Z 9 d-[F], tel que (1, a) appartienne ?rZJG] * et 
tel que x = Nred(ol) modulo @dln,d+l Nd(Zd*); en outre puisque (1, a) 
appartient au groupe Z,[q*, on en deduit que N,,,(a) appartient au groupe 
@din,dZ1 U1(K,d). Si d n’est pas une puissance de p alors N*(Zd,*) = RF; 
si d est une puissance de p, Nd(Ul(Q,“)) = U1(KDd) (corps locaux [23, 
chap. V]); done x appartient au groupe @dln.dfl Nd(Z:‘;*) et z’ est injective. 
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On definit naturellement des homomorphismes h et h’ de groupes tels que 
le diagramme suivant soit commutatif: 
1 - Ker U’ + @ Rd*/Nd( Zd*) -- coker g’ -4 1 0) 
1 
din 
h ” 
1 
h 
1 
h’ 
1 -+ 1 ----, @ @ RT/rVd(Zr) + co kerg -5 1 (2) 
d 1 n p 12 
Le lemme du serpent nous fournit les deux suites exactes suivantes: 
I - ker v’ - Ker h - Ker h’ - I (1’) 
1 + co ker h + co ker h’ ---f I (2’) 
Le lemme 4.3 nous montre qu’il suffit pour determiner co kerf’, qui est 
Cgal a co ker h’, d’etudier le conoyau de l’homomorphisme: 
Rd’/Nd(P) + R$/N”(Zfg 
lorsque d est une puissance de p, # 1, ce que nous supposons dans ce qui suit: 
Premier Cas: q est impair. Les places infinies de Kd sont complexes, done 
toute unite de Rd est une norme a I’infini, or en toute place finie differente dep, 
c’est une norme. De plus Qd est une extension cyclique de Kd, done toute 
unite est une norme locale en p et done: 
co ker[Rd*/N”(Zd*) -+ R$/Nd(Er)] 
est d’ordre q. 
Deuxiime Cas: q est pair. Toute unite de Rd totalement positive sera une 
norme en p (raisonnement analogue au precedent) done: 
co ker[Rd*/Nd(Zd*) - Rr/Nd(Zf)] 
est d’ordre q ou q/2. On considere une unite de Rd qui n’est pas une norme en 
une place infinie reelle: alors elie n’est pas une norme en p, d’oti la conclusion. 
Dt!monstration du Thkorkme 2. Nous avons deja utilise les suites exactes 
suivantes: 
i -+ R*/A&[U(Z[G])] n R* A @ R,*/AL&[G]*) L D,(G) - 1 
1 
an 
k’ 
1 
k 
-+ m*/h[C]* i 
1 
S’ 
1 - @‘!&*/Z,[C]* --% D(C) - 1. 
Pin 
481/41/1-9 
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Nous allons definir un homomorphisme de groupe de: 
@ &,*/&x@,[G]*) dans @ 9Jlur,*/Z,[C]*. 
Pin an 
Soit ZF’[G]* (resp. ZF’[C]*) 1 e sous-groupe de H,[G]* (resp. Z,[C]*) des 
elements dont la composante sur Z,[F]* (resp. B,*) est 1, on montre le lemme 
suivant: 
LEMME 4.5. Le groupe Nred(ZF)[G]*) est contenu duns Ze groupe 2!‘,1)[C]*. 
Pour definir I’homomorphisme R, il suffit de d&nir k, de R,*/N,,@,[q*) 
dans YJI,*/Z,[C]*. Nous definissons l’homomorphisme de 
par: 
G[Fl* @ R,d* dans z,,* @ z”, 
dln.d#l dln,d#l 
k Yd) - ( l Y YdNdkl)) 
oh N,dCsigne la norme reduite sur Zpd- [F] *. Grace au lemme precedent, on 
montre que cet homomorphisme induit, par passage au quotient, un homo- 
morphisme k,; la restriction de k au groupe R*/N,,,[U(Z[G])] n R* induit 
l’homomorphisme k’, tel que le diagramme soit commutatif, c’est-a-dire 
k o i = i o k’. L’homomorphisme S‘ est induit par passage au quotient de 
I’homomorphisme k. On montre que g 0 k est l’elevation a la puissance q, 
done f’ o s’ est Cgalement l’elevation a la puissance 4. Done tout element de 
Ker s’ verifie x” = 1. Done si M est un sous-groupe de D,(G) dont I’ordre est 
premier a q, alors s’(M) est un sous-groupe de D(C), isomorphe a M. 
Soit 9 un nombre premier, notons A, (resp. B,) le q-sous-groupe de D(C) 
(resp. D,(G)), alors D(C) = A, @M et D,(G) = B, @N oti M et N sont 
des sous-groupes, dont I’ordre est premier a q. Nous avons la suite exacte: 
l-+Kerf’nM+M-‘-N-+1. 
L’homomorphisme x - XC de N est un automorphisme; definissons alors 
I’homomorphisme Y’ de N dans M par r’(x) = s’(xr/“): on a 1’CgalitC 
rlof' = II,, d’oh la conclusion. 
D6monstration du coroZlaire. 11 suffit de montrer le lemme suivant: 
LEMME 4.6. Soit le corps Kd des invariants du corps Qed par un sous-groupe 
d’automorphismes d’ordre q premier, impair de Gal(Qd 1 Q) soit m l’homo- 
morphisme du groupe des classes C(Qd) d ans le groupe C(Kd), induit, par passage 
au quotient, de la norme de Qd SUY Kd, alors: 
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(i) Si d est divisible par 2 premiers distincts co ker Av est d’ordre q 
(ii) Si d est puissance d’un premier, alors m est surjective. 
Nous avons les isomorphismes suivants: 
C(W) N J(ay2”*u(zd), C(Kd) r? J(Kd)/Kd*U(Rd) 
d’oit l’on deduit l’isomorphisme: 
co ker L&i Y J(Kd)/Kd*U(Z?jd) N(](Q”)) 
nous avons done la suite exacte: 
1 --t Ker y --f j(Kd)/K”*N(J(Qd)) -w% co ker i\: + 1 
ou ‘p est defini naturellement. Mais nous savons que le groupe quotient 
J(Kd)lKd’W(Qd)) est isomorphe a Gal(Qd 1 Kd) et done co ker m est 
d’ordre 1 ou q. 
Si d est divisible par 2 premiers distincts, Qd est une extension non ramifiee 
de K* et U(Rd) C iV(J(W)) (cf. corps locaux). 
Si d est une puissance du premier p, montrons que le groupe U(W) n’est 
pas contenu dans le groupe Kd*N(J(Qd)). On peut trouver, (corps locaux [23]), 
un Clement 01~) de Rr, n’appartenant pas a N(Qr); done 1’ClCment 
x = (I )...) 1, lXD, 1) appartient a U(R*). Si x appartient a K**N(J(Q*)) il 
existe un Clement a de K”* et un Clement (u2/) de J(Qd) tel que aN(u,) = 1 
en toute place differente de p et aN(u,) = czD; done a est une norme locale en 
toute place, sauf eventuellement en la place p, mais Q* est une extension 
cyclique de K*, done a est une norme et done 0~~ appartient a N(Qd,*), ce qui 
est absurde. 
5. DEMONSTRATION DU TH~OR~ME 3 
Pour simplifier les notations, nous n’ecrivons la demonstration que dans le 
cas d’un groupe metacyclique G produit semidirect d’un sous-groupe C 
d’ordre p,p, par un groupe cyclique F d’ordre q premier; la demonstration se 
generalise au cas d’un groupe G d’ordre p, ... p,,q. La methode utilisee est 
celle de Reiner-Ullom [19]. 
LEMME 5.1. La H-alg&re du groupe H[q s’ident$e d la sous-algkbre des 
&ments (x, y, z, t) de la somme directe de h-algibres: 
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qui v&iJient les congruences: 
x - y mod(I - c,,), x = x mod(1 - c,,), 
y = t mod(1 - s~J, z = t mod(1 - l ,,). 
La demonstration est immediate. 
Considerons le produit fib& suivant: 
A = ~/API 0 UGI 0 ~p’2/,,[Fl 0 hW1. 
En convenant de noter de la m&me manitre vi (resp. ~~2) les restrictions au 
groupe des unites des surjections canoniques: Z[F] + Z/p,[F] (resp. Z[F] + 
Z/p,[F]), Bj’l”z[F] - zp2/p,[F] (resp. @lp2[F] + %“l/pJF]), %w[F] -Z/p,[F] 
(resp. fpz[F] + E/p,[F]), @[F] + faz/p,[F] (resp. @[F] -+ f~l/p.JF]), on 
definit naturellement fi , g, et fi (resp. ga) par fi(x, y) = (or, pa, “r(y), 
qdy)) (req. gz(x,y) = (44, DAY), ~dy), ~~(4). On en d&hit [191, la 
suite exacte: 
1 +-f&4,*)g,(B,*) - -4* - D(G) - D(A,) @ D(B,) - 1. 
Nous avons les Cgalites: D(A,) = D(F) @ D(P~[F]) et 
D(B,) = D@“‘[F]) @ D(&[F]) or T?“‘[F] (resp. ?2[F]) 
est un ordre hereditaire [22] de Z dans l’algebre tiPl[F] (resp. dp$F]) et les 
groupes D(zi’l[F]) et D(%“p[FJ) sont done triviaux. On peut montrer ClCmen- 
tairement, ou dans un cadre plus general [14], que zP@2[F] est un ordre 
maximal de Z dans l’algebre ~P~Pz[F]; de plus, nous savons, par un resultat 
bien connu de D. S. Rim [Sj, que D(F) est trivial. Nous en deduisons done 
I’isomorphisme h, determine explicitement par Reiner et Ullom [19]: 
A*/f,(A,*) g,P,*) - D(G). 
LEMME 5.2. La norme rbduite de H~YP~[F] dans I@‘@~ de”nit, par passage au 
quotient, un isomorphisme de groupe de: ((fp11)2/~PIP2)[F])*/Irn fPlP2[F]* SW 
(Rf-QZ/I,lpe)*/Im R”1”2*. 
Puisque l’ordre .ZPG~[F] est maximal, on utilise un theoreme de Eichler 171: 
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“Soit x un Clement de zP@2[F] tel que ArTed = (Y (mod IJ’lPz) oh 01 
designe une unite de RPlP2; alors il existe une unite y de fP@‘$F] 
telle que x = y (mod ]p~Pp).” 
La demonstration du lemme est alors Cvidente. 
Nous deduisons en particulier de ce lemme que le sous-groupe de 
zpl/p,[F]* @ fp~/p.JF]*, forme des elements (nr(u), ra(u)), oh u decrit 
2p1pqq*, est distingue et contient le sous-groupe des commutateurs. 
LEMME 5.3. Pour tout e’lhent z du groupe fi(A2*)g,(B,*) il existe des 
d~ments a (resp. b) du groupe fPl[F]* (rap. $“z[F]*) et u du groupe zP~pz[F]* 
tels que x soit &gal ci: 
11 suffit en realite de montrer que tout element du groupe zP2/p,[F]* @ 
z~‘l/p,[F]* de la forme: (n,(b), rz(a))(n,(v), wz(z))), oh v est un Clement de 
@Q[F]*, est Cgal a (rl(a-l), ~~(b-l))(n~(u), am). Comme nous avons 
1’CgalitC: (ml(a), r,(b))(~~(b), r2(a))(nl(a), ~~(21)) = (3@6a-lb-l), l)(q@), 
rz(ba))(n,(v), Z-,(V)), le Lemme 5.2 permet de conclure. On d&nit alors 
l’application S de: 
Z/p,[F]* @ Zlp,[F]* @ iZ”“/p,[F]* 0 Z”‘/p,[F]* - (Z/pJF]*/Im ?‘[F]*) 
0 (Hjp,[F] */Im @[F] *) @ (Z”S/p,[F] * @ +/p,[F] *)/Im ZD1’*[F] * 
par S(a, b, c, d) = (a, b, ac, bd). C’est un homomorphisme surjectif dont le 
noyau est le groupe f,(A,*)gz(B,*), en utilisant le Lemme 5.3. Le groupe 
Z/p,[F] */Im zP$F]* (resp. Z/pJF] */Im zpz[F] *) est isomorphe au groupe 
(R”/lPl)*/Im Rpl* (resp. (R”z/i,,)*/Im RP~‘) qui est d’ordre q (resp. q/2), si q 
est impair (resp. pair). On a ainsi construit un isomorphisme de groupe zi: 
@ (Rd/Id)*/Im Rd* + D(G) 
dlPlP2 
Une demonstration analogue permet de determiner u et d’en deduire la 
commutativite du diagramme annoncee. 
6. APPLICATION DU THBORBME 3 
Le Theoreme 3, applique au cas d’un groupe G diedral d’ordre 2p,p,, nous 
fournit I’isomorphisme u: entre les groupes D(G) et (Rpl*Z/ID1,J*/Im RP~P~*. 
C’est en majorant l’ordre du groupe Im RPlPz* que nous obtiendrons des 
conditions suffisantes pour que k(G) soit superieur a 1. Notons rr, (resp. n2) 
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la restriction g RPlPs* de la surjection canonique de Rplp* dans (RP~Pz/I~~)* ‘V 
(RP2/p1)* (resp. (RPlna/lpz)* ‘v (RPz/pJ*). Soit K,’ (resp. K,‘) le groupe des 
unit& de RPI@ congrues h 1 modulo ID, (resp. IP2), K1 (resp. K,) Ie groupe 
K,’ n RP~* (resp. K,’ n RPz*). 
D&.onstration du Thbordme 4. Nous avons les CgalitCs numkriques 
Cvidentes: / Im RPl”z* / = 1 rl(RPIJQ*)I 1 n2(Kl’)] = / r2(RP1P~*)I j q(K2’)l. La 
norme de Kplpz sur K, est l’application: x + 92-l sur (RPl/p,)* done 
7r2(Kl’) C rr2(Kl) et 1 *.J.KZ1’)\ = [7r.&K,‘): 7rz(K1’)p2-1] 1 T~(K~‘)~~~~ I. Sifi est 
le plus petit entier >0 tel que p$ = 1 (mod p,) et g, = (p, - l)lfi l’ordre du 
groupe (Rpl/pJ* est: (p+/t - 1)“~ (resp. (p$ - 1):2’2) si fi est pair (resp. 
impair). 
Le groupe wz(K1’) est un sous-groupe du groupe (RPl/p,)* produit direct de 
g, (resp. g2/2) si fi est pair (resp. impair) groupes cycliques de mtme ordre, 
done il admet une dkomposition en produit direct de s sous-groupes cycliques, 
avec s < g, (resp. g,/2) et done l’entier [r,(K,I): TTJK~‘)P~-~] divise (& - I)!‘2 
(resp. (p, - l)g~/~). Si nous supposons h,(p,) = 1, toute unite est au signe 
prb ClCment du groupe engendrk par les unit& cyclotomiques 
\ 
ou E2Pl est racine primitive 2p,-i&me de I et 2 < Y < (p, - 1)/2. Soit un 
entier a tel que ~,(a), modulo le groupe engendrk par n1(p2), engendre le 
groupe quotient: (E/p,iZ)*/(~~(p,)). Al ors il existe des entiers i et j avec: 
0 < i < g, , 0 < i < f2/2 (resp. 0 < i < g,/2, 0 < j < f2) si f2 est pair 
(resp. impair) tels que toute unit& de R PI soit de la forme: x = f ni,i x? en 
notant: 
On note yi (resp. yO) l’image par n2 de 1’unitC ($& - l $)/($~~’ - l Tp”:-‘) 
(rev- (4& - 43(~2~, - 4,)). 
LEMME 6.1. Pour tout y image par rr2 d’une unite’ de RP1, il existe (p, - 1)/2 
entiers nij tels que y = + niy> avec rO = & nij(p2j - l)/(p2 - l), 
ri = &,j n,,p,i avec 0 < i < g, , 0 <j < f2/2 (resp. 0 < i < g,/2,0 & j < f2 
si f2 est pair (resp. impair). 
11 suffit de remarquer que 
r2(x*j) = T2[(Cf - G&y(~,,, - $)I p~~:p2’-1)‘(p2-1) 
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et done 
LEMME 6.2. Soit f le plus grand diviseur de fi , premier avec g, , alors toute 
image y par nz d’un &ment de Kl se met sous la forme: 
si fi est pair (resp. impair) et % v&$e: 
(i) si f est impair: OL,, = 0 mod S(f, p, - 1) 
(ii) si f est pair: OL,, = 0 mod S( f /2, p, - 1) (resp. 2S(f /2, p, - 1)) si 
(pz - l)/S( f/2, p, - 1) est impair (resp. pair). 
On remarque que ~2 = (aipzj)nii (mod InI), done x = & l’JIi,? ~2 est 
element de Kl si et settlement si 
Mais ag2 EE pzs (modp,) et on montre que 6(s, fJ = f. Done par exemple 
aCi,jin,j = _ p2Ci.jjW * xi,+ inii = 0 ( mod gz) et & jn$ = 0 (modf). Mais 
l’entier r,, (cf. Lemme 6.1) est de la forme: C jnij + r(p, - l), done nous 
aurons: y0 = 0 mod S(f, p, - 1); il suffit ensuite d’etudier les differents cas. 
Tout Clement y de ~~~(K~‘)pa-l s’ecrit: y = y$~z et .z est Clement du groupe 
engendre par (yi), 1 < i <g, (resp. 1 < i < g,/2) si fi est pair (resp. 
impair). De plus: 
y$'~-l)/(P2-1) = -1 (resp.yp:2-1)i(Z+1) = 1) 
si fz est pair (resp. impair), done z verifiera ,C = I oh m sera, suivant les cas 
(P9 - IMP, - I)> 2(P3’2 - lY(P2 - I), (P$ - l)/(Pz - 1). 
On montre, en utilisant la theorie des diviseurs Clementaires que le sous- 
groupe d’exposant m du groupe engendrt par (yi) est d’ordre un diviseur de 
rngz-l (resp. rngz/a-l) si fi est pair (resp. impair). 
Done l’entier 1 nz(Kl’)I sera un diviseur de l’entier suivant: 
(P, - l)sz’zmg~/e-l I y. INI Y. Lf, P, - 1) 
si nous sommes dans le cas (i) du Lemme 6.1. On examine ainsi les differents 
cas pour conclure la demonstration du theoreme. 
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7. RBSULTATS NUMBRIQUES 
Si p, et p, sent des premiers impairs, le ThCorkme 3 nous fournit 1’CgalitC 
numkrique suivante: k(D,+,J = [(R*lPz/19,9,)*: Im Rp@2*]. Par calcul direct 
de l’ordre, dans le groupe numkrateur, de certaines unit& cyclotomiques bien 
choisies, nous avons montrk que k(D,1,2) est Cgal k 1 pour (p, = 3, 
5 <pp, G 291, (P, = 5, P, = 7, 11) (P, = 7, P, = w. 
TABLEAU 1 
Pour tout premier p, , tel que 5 Q p1 < 50 il existe une InfinitP 
de premiers pz tels que k(Dgl,l) > 1 (Th6orkme 3, Corollaire 2) 
PI PZ D Pl P2 D Pl P2 D 
11 31 5 17 73 8 31 71 5 
11 41 5 17 97 8 31 73 3 
11 61 5 19 31 8 31 79 3 
11 71 5 19 43 3 37 19 3 
11 101 5 19 61 3 37 29 3 
13 19 3 19 67 3 37 61 6 
13 37 3 19 73 3 37 67 3 
13 41 2 19 79 2 37 79 3 
13 43 3 19 97 3 37 97 3 
13 61 3 23 67 11 41 61 5 
13 67 3 23 89 II 41 29 4 
13 73 6 29 43 7 41 53 4 
13 89 2 29 71 7 41 89 4 
13 97 6 31 13 3 43 67 3 
17 29 2 31 37 3 43 73 3 
17 37 2 31 41 5 43 79 3 
17 41 2 31 43 3 47 139 23 
(1 Ce tableau donne pour tout premier p, , ainsi choisi, un premier pe infkieur B 101 
(sauf pour p, = 47) pour lequel le diviseur D de ~z(D,~,~) (Thkorkme 3, Corollaire 1) 
est strictement supkieur B 1. 
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TABLEAU 2 
Lorsque le premier pr est egal 8 5, le Theo&me 3 fournit un 
diviseur d non-trivial de k(DS8a) pour tout premier pz , qui n’est pas 
reste quadratique modulo 5 et qui verifie de plus l’une ou l’autre des conditions: 
(i) pz est congru a 1 modulo 4, (ii) ( p, + I)// y,, j/2 est different de 1” 
PI A PZ A 
13 2 277 2 
17 2 293 2 
37 2 307 7 
47 3 313 2 
53 2 317 2 
73 2 337 2 
97 2 347 3 
107 3 353 6 
113 6 373 2 
137 2 397 2 
157 2 433 2 
173 2 457 2 
193 2 557 9 
197 2 563 3 
233 18 577 2 
252 2 593 2 
263 3 613 2 
PZ 
--~ 
617 
653 
673 
677 
733 
743 
757 
773 
797 
823 
827 
853 
857 
877 
937 
953 
A P?. A Pl 
2 967 11 
2 977 6 
2 997 2 
6 1013 2 
2 1033 2 
3 1087 17 
2 1093 2 
2 1097 6 
14 1103 23 
2 1117 2 5 
2 1129 2 
2 1153 2 
2 1193 2 
2 1213 2 
2 1217 6 
2 1223 3 
Q H. Cohen a determine, sur machine, les premiers p, avec 13 Q p, < 1223 pour 
lesquels (ii) est v&if%. Ce tableau donne la liste des premiers pz , tels que 12 f p, < 
1223 pour lesquels (i) ou (ii) est verifie, ainsi que le diviseur A obtenu de k(D,r,p). 
TABLEAU 3 
Le tableau no 3 est l’analogue du tableau no 2 avec p, = 7 et 19 Q pz < 271 
P2 A P2 A Pl 
19 9 73 9 
31 3 79 3 
37 3 103 3 7 
61 39 157 9 
67 3 199 3 
241 3 271 3 
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